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PRIMERA CEDULA

Estudio de Cedulas del Bachillerato de
Maternaticas

1. Se dan dos rectas L, y L. que se cortan. En L, se da el trazo

Al B, Y en L el trazo fu B, = • B,. Se pide encontrar un pumo C tal que el

triangulo A, B. C sea congruente con el triangulo fu B, C.

Solucion. Sean L, y L. las recta dadas. Sea C el punto pedido. Si
C A,=C ,un lugar geometrico

L. '), para C es 1a simetral de At ; co-

mo entonces tarnbien debe er

C B, = C B. otro lugar geometrico
es la simetral de B, B •. Si C At =

C B. se tendra tambien C B, =C

Y las simetrales de K y de
A. B. determinan C.
En general, tiene entonces el pro­

blema dos oluciones. i do sime-

---+------1-- LAto- A e,..

trales para deterrninar C son paralelas, son a la vel coincidentes, pues esto

trales para determinar C son paralelas, son a la \ el eoineidente, pue' e to

exige que A, A.. II B, B, 0 que A, B. Y II t- B.) e as sirnetrale 10 on de Ia ba­

ses de un trapecio isosceles. E1 problema tiene en este caso infinitas soluciones.
Observacion, Como dos triangulos eongruente tienen alturas hornologas

iguales, C debe encontrarse en una bisectriz de 10 angulo' formado por L y L.
Podrd usarse esta biseetriz en lugar de una de la simetrales: en e te ea 0 e

importante haeer la dernostracion.
2. Resuelva con re pecto a x y sin eliminar los denorninadores, la si-

guiente ecuacion:
3ab - 7x bc + 5x Ilea - 2x
------ + ------ ---_

4ab 6bc 12ca

Soluci6n: Puede escribirs e:

3 1 7x 5x 11 x

+ +
4 (i oiab 6bc 12 6c
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3 1 11

Y como + tendremos:
4 6 12

5x 7x

6bc 4ab

x

-

---, que se

6ca

satislace para x = O.
La e uacion anterior no se reduce a una identidad porque en el pri­

mer miembro hay un factor que no Iigura en el segundo. Es, pues, una eCU3-

cion de primer grado, cuya (mica solucion es x= O.

3. Translormar en la expresi6n mas sencilla que pueda la siguiente:

(a + b - c - d) '_ (c + d _ a - b)'

Soluci6n: Si a + b = c + d, ambas ba es de las potencias valen 0 y la

expresion vale O. Si a + b ?= c + d, ambas bases dilieren en el signo, pero
tienen el mismo valor absoluto: las cuartas potencias deben, pues, ser iguales
y la diferencia de ellas vale O. La expresi6n es siernpre igual a O.

Observacion. Si no se reparase pronto en la relacion de las bases, po­
podria obtenerse luego tambien el resultado considerando que Ia diferencia
de dos cuartas potencias es divisible por la surna de las bases y entonces la

expresion se descompone en Iactores de los cuales uno es O.

SEGUNDA CEDULA

1. Un parale16gramo ABCD gira en su plano y en 30° en torno de su

centro. Si N es la nueva posici6n del vertice A, se pide determinar cuanto
vale AN en funci6n de la diagonal e.

Soluci6n. Sea E el centro del paralel6gramo; el problema se reduce a

determinar el lado AA' del triangulo isosceles AEA' en que el angulo
AEA' es de 30° y el lado AE = e/2. Bajemos la perpendicular AF al lado EN;
como el triangulo AEF tiene el angulo en E de 30°, el angulo EAF sera de

60°, luego EF = 1/2 AE V j= e /4 «: Aplicando el teorema general de Pi­

tagoras se tiene:

AN' 2(e/2)' - 2·e/2·e/4 '(13 = e" /4 (2 - VI) y, Iinalmente,

AN = e/2 V 2 - vs

Notese que AA' es el lado del dodecagono regular inscrito en la cir­
cunlerencia de radio EA = eJ2. Lo que se ha hecho es obtener de un mo­

do directo la expresi6n del lado en funci6n del radio 0 del diarnetro.
2. Una estrella se observa en Santiago, en el momento de su culmina­

cion superior, con una distancia cenital de 11°. La latitud de Santiago es 3!50.
Se pide: a) La declinacion de la estrella y b) La distancia cenital que tiene,
en el mismo memento, para un observador que esta, tambien en el meridiano
de Santiago, pero en la latitud de 40° Sur. Discuta.
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Solucion. Sea el circulo Z'HZ el meridiano cele te de Santiago; A la

estrella, H'H la traza del horizonte de antiag
en el plano meridional y OZ la vertical. El angu-
10 OZ es de 119. Como la altura del polo celes­
te es igual, a la latitud del lugar, � P OH = �39

Y E E' 1. 0Ps en 0 es la traza del ecuador ce­

.

L_-��;'_--l
Ii le te en el plano meridiano. La declinacion 8 de

'" A es el angulo AOE y <): AOE = EOZ + ZOA;
<): EOZ = Ps OH = 339, pues los lades del an­

gulo EOZ son perpendiculares a 10 de PsOH y
son ambo agudos. Resulta <): 8=�39 + 11° = 449.

Para la latitud �
= 40°, Ps OH = 4()O Y EE'

es perpendicular a la nueva direcci6n OPs. Como
la declinacion 8 = 44° de la estrella es constante, el angulo AEO es siernpre
de 449 y puesto que el angulo EOZ es ahora de 40°, la distancia cenital AOZ
sera de 4°.

Discusion. Aqui se ha supuesto la culminaci6n uperior de la estrella
al Sur del cenit. Como en el enunciado no se precisa, puede ocurrir tambien
al norte del cenit, en la posicion A' con la misma di tancia cenital de L 1°.
Se tiene entonces <): NOE = EOZ -ZO A Y 8 = 33° - 11° = 22<>.

La distancia cenital para el otro observador sera 4()o - :23° = 170.

z

TERCERA CEDULA

1. Dado un punto ,se pide e tablecer el lugar geometrico de los pun·
tos simetricos de A con respecto a toda - las rectas que pasan por otro punto
dado M.

Solucion. Sea t L una recta trazada por l 1. AE 1. IL yEA' = EA e .

tando, ademas, EN en la prolongaci6n de AE, de modo que A' e el punto
simetrico de A. Si la recta L varia, pasando iempre por M, el lugar georne­
trico de E es la circun[erencia de diametro L, ya que el angulo en E es

siempre recto. Como AA' = 2 AE, el lugar de A' sera la circunferencia hornote­
tica de la anterior, con centro de homotecia en A y con razon de homotecia igual
a 2. E ta es la circunlerencia de centro M radio M . Tarnbu n puede obtener­
se este lugar geometrico pOl la siguiente consideracion. Si A es el simetr ico de
A con respecto a una cualquiera de las rectas trazada por}'I, e ta recta e, si­
metra 1 de AA' y debe er entonces MA' = MA, luego el Ingar geometrico de
A' es la circunferencia de centro M y radio lAo

Obsetvaci6n. El problema entendido como de geometria del plano pue·
de plantearse como de geometria del e pacio y no hay mayor di£icultad ni
modiEicaci6n su tancial de su tratamiento.

2. Resuelva el sistema: 52Y _ 24 + lX =4 97

52 + 21 + 3- = 15656

23" + 3 \ + �
= 89

5lY _ 16.23" 497

25·52Y + 3" 15652

21X + 3·3' 89

Se puede escribir:
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de modo que puede elegirse como incognitas auxiliares 52Y 23% y 3% Cada ecua

cion contiene dos de elIas. Eliminaremos, por ej. 3z, multiplicando la segun­
da ecuacion por 3 y re tandole Ia tercera; resulta:

75·52Y - 2ax = 46867

que se combina con la primera para formar el sistema:

23% 46867

16.33% = 497

Multiplicando la primera de estas por 16 y restando la segunda, se
-Ie

obtiene 1199.26' = 749375 de donde S2Y =625; y por consiguiente.j" =4 ; y =2

Al sustituir 52Y = 625 en la prirnera de las ecuaciones propuestas, tenemos.

625 - 16.23% = 497 de donde 23% = 8, 3%= 3 ,Y x = 1

Sustituyendo 23x en la ultima, se tiene:

89

27

3z

El sistema tiene la solucion:

x = 1 ; y = 2 ; Z=3

CUARTA CEDULA

1. Un triangulo rectangulo esta inscrito en una semicircunferencia. Cal­

cule el volumen engendrado, por los segmentos circulares que el triangulo de­

termina en el semi-circulo cuando la figura gira en 1800 en torno de la hipo­
tenusa del triangulo expresandolo en Iuncion de las proyecciones p y q de

los catetos en la hipotenusa.
Solucion. Cuando la figura gira en 1800 en torno de la hipotenusa, el

semi-circulo engendra una serniesfera y cada uno de los triangulos parciales
determinado por la altura del triangulo, un serni-cono en que esta altura es

radio basal y los segmentos p y q las respectivas alturas. EI volumen de Ia

semi-esfera y el de la suma de los dos semi-cones.

EI volumen de la semi-esfera es

1

12

La suma de los dos semi-cones tiene por volumen
1
- 7T hI (p+q)
6
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hi d dl d
. 1

Y como = pq, ten remos; suma e os os serm-conos
__ � pq (p-l-q)

6

El volurnen pedido es, entonces _1_1T (p+q)._1_ 1T pq (p+q) 0 sea

12 6

_1_ 1T (p+q) ([p+q)' - 2pq] = _1_ 1T (p+q) (p'+q')
12 12

2. Dos capitales suman 100.000 y estan colocados, el primero al 3% y
el segundo al 4% de interes anual. En dos afios, a in teres simple, producen, en

total $ 7.500. Determine los dos capitales. Analice el problema si no conoce

las tasas de interes y solamente sabe que ellas son dos numeros que se di­
Ierencian en una unidad.

Soluci6n. Sea $ x el primer capital, entonces el segundo es 100.000-x.
El interes anual del primero es 0,03x y el del segundo; 0,04 (lOO.OOO-x). En los
dos afios producen juntos 0,06x + 0,08 (J OO.OOO-x) y se tiene asi la ecuaci6n:

0,06x + 0,08 (IOO.OOO-x) = 7500 de donde resulta x = 25.000. Los capitales
son: $ 25.000 Y s 75.000.

Si las tasas son desconocidas y difieren en una unidad, sean p y p+ 1.

El problema puede tratarse en la misma forma: tenemos prirnero.

2xp 2 (100000 - x) (p + I)
- + -------------- 7500
100 100

y luego,

2px - 2 (p+l)x 750000- 200000 (p+l)
x = 100000 p-275000

Los capitales son:

100000p - 275000 Y 375000 - 100000p Y pa­
ra que ambos sean positivos debera tenerse: 2,75<p<3,75.




