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(Continuación) 

De donde 
R 3 r r 
-;¡;· = cp' + ~ = <1> + {3 

R r r-R 
-;¡; = <1> + {3 = - {3--

y por fin, separadamente 

R' 
p'=f3---, 

r- R 
R 

cp={3-
r- R 

cp' _ <P = !3( ~ _ ~) = f3r ( R' - R) 
r-R' r - R (r-R')(r-R) 

y, para el largo de la diagonal 

L ( n.. ' ) /3r2 (R'- R (ó) 
= r 't' -cj> = (r- R'f(r-=._ R) 

Pongamos ahora 

R'- R = 2a + 1 = k 

Nota.-Se ha remplazado la letra ? por cp teniendo ambos el mi~mo 
significado. 
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si se llama R 1 este radio medio, tenemos 

R1 = R + K = R'- 2 K 
de donde 

R' = R 1 +K 

y la fórmula ( 6) se cambia en 

2K ~r2 

L=(r-R]) z _Kt (7) 

El empleo de la fórmula (7) dará con una aproximación más 
que suficiente el valor de r, si los radios pasan de 400 6 sao 
metros. 

Diagonales co1t ob~os zapos. - Dando á {3 los di versos valores 

que corresponden á zapo de un -~- . l- (> -r<r se establecerá todas las 
fórmulas relativas á las diagonales con estos diversos zapús. 
Es inútil hacer aquí los cálculos. 

Diago1lales con dos zapos dijerentes. - L as fórmulas que vamos 
á establecer serán absolutamente generales, puesto que si ex y {3 

son los ángulos de los zapos, bastará cambiar ex en ~ . y ~ en IX , 

para cambiar la posición de los zapos. Además, haciendo IX= fJ. 
debemos encontrar las fórmulas ya establecidas. 

La (fig. 6) da, en los triángulos oAo' oBo' 

00' 2 = (fA 2 + 0 A 2 - 2. oA. o' A cos ex -

H) B 2 'B B 'B R a - = o + o 2 - 2 . o . o . cos tJ 
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Como tenemos 

oA= R+a o'A = r- a 

oB= R' -a o'B = r+a 
resulta: 

(R+a)2+(r-a)~-2(R+a) (r-a)cosex=(R' 1 a)2+(r+a)2-
2(R' -a) (r+ a) cos (3 

que, después de simplificar, se reduce á 

- 2r [R' cos ~- R cosa.]+ 2a 2 f3(cos -cosa.)= o (8) 

Pero, el término 2a 2 ( cos ~ - cos ex) aun en los casos extre
mos de a: y ~ es despreciable, y podemos escribi r simplemente 

R' 2-R z-2a [R'( 1 + cos (3) + R ( 1 +cosa.)] + 2a r (2 + cos ex + cos (3) 

- 2 r ( R' cos {3 - R cos (.(] = o 

Reemplazando, como anteriormente R' por su valor 

R' = R+ 2a+l 
resulta: 

2 r (2a- (R+a) (cos (3-cos ex) - ! cos ~) + 1 (2 R+2a+l) 

y en fin 
-2a R (cos ex+cos ~)-2a cos ~ {1+2a)=o 

1 (2 R+2a+ l) - 2a R (cos a:+cos{3)-2a cos (3 (l+2a) 
r - -- --
- ( R + a) ( cos (3 - cos ex) + 1 cos ¡3 - 2 a 

fórmula que se reduce á ( 1 ) , haciendo ex= [3. 

El examen de (9) muestra que, para R = :n , tenemos 

21- 2a( cos ex+ cos 8) 
r = --__....!._-----'-

cos (3 - cos ex 

valor que no es infinito aunque muy garnde 
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Para que sea r = ::;o, ~e necesita 

{ R + a) ( cos ~ - cos :x) + 1 cos 8 - 2 a = 0 ( 1 o) 

ecuación de una línea recta entre R y l. 
Notemos que la fórmula (9) representa un hiperboloide del 

1. er sistema, demasiado complicada para ser útil prác ticamente. 
Esta ecuación (9) haciendo R = x. r = y 1 = z, puede escribir 

se, tomando á z Lomo la variable 

x y (cos ~ - cos a.) + 2x [a (cos ~+cos ,8)-z] 

+ y [ 2 cos ~ - a (a + cos a. - e os /3) J 

+ [2a2 COS,8 - 2a % ( 1 -COS r~)-z2]=o (rr) 

ecuación de una hipérbola, que se reduce á una recta haciendo 
a= ,8. 

Para un valor determinado y conocido de la entrevía l, se 
puede calcular de antemano 

a (e os a. + cos (3) - z. 

z cos /3 - a ( 2 + cos oc - cos ~) 

2a 2 cos ,8 - 2a z ( 1 - cos /3) - z l! 

y. en seguida. con ia fórmula ( r 1) calcular r. 
S i se supone 1 = 2 . r 2 y dos zapos, uno de ~- o tro de ~~. la 

ecuación ( 1 1) se transforma en 

0.0 1075 X y-0.92208 XXO.JL-J-53 )'-J.I1 926=0 (12) 

que puede cons truirse una vez por todas. 
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Las asíntotas 

r =y= 0.92298 
0.01075 

o.., 145" R=x=-~-"- =- 29m25 
0.01075 

representan el primero el valor de r cuando las vías son rectas, 
y el 2. 0 , e l valor de R por d cual r es infinito es decir rec.t~. 

Como se ve, estos valores, por su pcqueilez, no tienen gran 
interés prác tico. 

Notemos aquí que los diagonales construidos con dos zapos 
diferentes se evitan y deben evitarse. Luego que si falta lugar, 
se usará dos zapos iguales y g randes, ~ ó ~· Si hay bastante lu
gar, no hay necesida<.l J e usar Jos zapos diferentes. 

Largo del dia;ronal con dos ::a,¡;os difere1lles.-Como en el 
caso de un diagonal con dos· zapos iguales, basta resolver los 
triángulos oo'A. oo'B ( fi g. 6) que darán á conocer •/> y q, ',de 

donde se deduce 

L = r(</>'-1>) 

con una entrevía angosta, po<.lemos escribir, como ántes, 

R'- a r+ 1 

Sill<F = Sin ( q) + ~) 

R -a r-a 
= Sin </>. - Sin </> (+ex) 

y también, corno anteriormente 

R' r 

-;¡;' = </> ' + {3 

R r 
-----¡,-= .cp +ex 
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de donde 

R' r r+R' 
---;¡;-- <~>' + ~ - - - r~ 

R r r-R 
- - - = 

</> q) + a a 

' R',B </)= 
Rxa 

cp = r- R' r-R 

y el largo será dado por 

L = r (e¡/ - 4>) = r ( R' f3 , - R a ) 
r-R r-R 

= r RR' (a- .B) + r ( R' f3- R a) 
(r-R')(r-R) 

Pongamos ahora 
R' = R, +k 

R = R' -k 

Siendo R, el radio medio del entrevía tendremos haciendo 
todos los cálculos. 

Observaciou.es sobre los di'ai(Onales ent1-e 'ZJ{as rectas.- H cm os 
visto al principio que r es infinito, en el caso de un diagonal 
con dos zapos iguales : 

1.° Cuando 1 = 
2
a ti lo que hemos reconocido imposible en prác

cos f'J 

ti ca; 
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2.° Cuando R::.o, es decir cuando las vías son rectas. 
H ay lugar á exam inar este caso absolutamente especial. 
Se puede, en efecto, en este caso. usar una diagonal simé

trico respecto la línea central de la entrevía. 
Supongamos que AB y CD (fig. 7). Sean los dos rieles in

feriores de las vías paralelas. Sea MN la diagonal recta. 
Las dos curvas de los cambios, según hemos visto tratando 

de los cambios, son iguales. Sean M K y N J estas curvas. 
La figura es simétrica respecto al punto S, intersección de 

VX y PR. 
Trazemos las dos curvas hasta PR. 
Así tenemos los puntos T y V. Ahora, si se hace resbalar el 

sistema, según PR hasta que T venga en V, tendremos una 
diagonal en curva y contra curva perfectamente posible. 

En práctica, se debe hacer resbalar de TV aumentado del 
ancho de la vía según PR, porque M K y N J no son curvas de 
una misma clase. U na es el riel interior, la otra el riel exterior. 

Se puede notar también que las curvas se las puede prolon
gar con radios cualquiera. 

Todos estos casos particulares se pueden aplicar sólo cuando 
la entrevía es g rande, es decir superior á 2m I 2. En estos casos, 
en efecto, hay interés en disminuir el largo, de zapo á zapo. 

Pero con una entrevía de 2.1 2, ó poco superior, es mejor 
hacer la diagonal recta, para más faci lidad del tráfico y la con
servación del aparato. 

Se sabe, en efecto, que en los cambios como en las diagona
les, no se puede dar relieve. Por consiguiente, una diagonal en 
curva es siempre más trabajoso que una diagonal recta. 

Largo de tma diag-o1lal, en este caso. Basta calcular la mitad 
del largo, por ser simétrico. 

T omando ( fig. 9) el largo total del arco A 1 y deduciendo el 
]arco teórico del cambio, tendremos el largo l e de la diagonal, 
medido según su radio medio. 
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Tenemos 
Al = rC/>. 

Por otra pa rte, 

y, siendo chico el ángulo <p 

de donde 

y en fin 

r 2 q> 2 = k (2 r- k) 

<P- l 
- - r-~ k (2r- k} 

?! L = rcf> = ..j k ( 2r- k) = m 

Si del largo to tal I =2m se saca el la rgo teórico de los dos 
cambios, tendremos 

L:x =2 m- 2 1 teórico=2 (m- 1 teórico). 

En el caso de una entrevía de 2m 12 y con zapos de t • ten
dríamos: 

k 
2. r 2 1.68 

= - + - -= r.go 
2 2 

LCl = 2 ..j k ( 2 r- k )- 2 1 = 3111 80. 

Generalmente, en los casos de diagonales entre vías parale
las, á distancia de 2. r 2 6 inferior, se ccnsigue la diagonal colo
cando, punta á punta, dos cambios ordinarios. y modificando 
para su colocación el largo de los rieles cortos que e~tán á fuera 
del zapo. 

Así se tiene una diagonal muy corta y recta. 
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SEGUNDA PA RTE 

!)(Al; O 1ALES E~TRE VÍAS CUAi.QUI I:;RA 

Esta parte pued~ subdivirse en Jos casos cspeci<tles: 
I.'' La comunicación se ha rá en la parte donc..le las vías cste n 

más ce rcanas. pe ro más ó me nos simétricas respecto la linea de 

los centros. 
2.o La comunicación se haré.i en tre dos puntos cualquiera de 

las líneas, y en este caso los dos puntos y las vías debe n ser 

perfectame nte conocidos como posición. 
En los dos casos, estudiaremos e l caso particular que sea 

recta una de las vías. 

Primer caso.- Este se subdivide en otros tres: 

a) Las curvas tie ne n el mismo radio. 

b) L as curvas son de radios dife r~~ntes. 

e) Una de las vías es recta, lo que es un caso particular de 'T. 

a) Dia,t;oJta!es coJt :::apos ~·~·uaks.-Supongamos primero que 
los zapos se:an iguales; el problema. es este: 

Se dan dos vías de r.ulios ig u·tles, y de curvatura in versa.

La distancia entre )a<.; vías, en bl t>ar te mínima, es decir seo-ún ;;:, 

la línea de los cenLros es l. 
Est.lblece r una diagonal simétrica respecto á la línea de los 

centros. 
O Notemos. en c: fecto, que en este sólo CrlSO hay simetría; por 
consig uiente basta es tudiar la mi tad de la diagonal. 

Segun lo que hemos v istCl en la primera parte podría la dia
gonal establecer <:n linea recta, pero esto no es general; porque 

la recta qt tc cor ta una de las vías bajo el ángulo </> del zapo pue 
de muy bien no encon trar la otra vía. Además, por economía e n 

el largo, es mucho más ventajoso establece r la diagonal según 
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la observación ya hecha respecto las comunicaciones entre vías 
paralelas. 

Se coloca. uno de los cambios de tal modo que su circunfe

rencia media, prolongada, pase por el punto donde se crucen los 

dos ejes de simetría (fig. 10). 
El punto capital es conocer el largo de la diagonal. 

El triángulo oo'P, cuyos lados son R + r, R + k, r, da aproxi
madamente 

- - ----
7t 

de donde 

R+k 1-L = cp r = 7t r-2--.,R=--+- 2 _r_+_,k,--~ ( 1 5 ). 

comprendiendo, natumlmente el largo teórico del cambio em

pleado. 
Se puede todavía calcular este largo con más exactitud. 

En el triángulo oo'P, se conocen los tres lados. De esto saca

mos con la fórmula conocida J e trigonometría 

y, para el medio largo de la comunicación 

( 16) 

fórmula tanto más exacta cuanto cp será más chico, es decir, que 

los radios de las vías serán más grandes. 
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Es menester, como siempre, restar de este medio largo, e 

teórico del cambio con que se hace la comunicación. 
Diagonales con zapos diferellles. - Supongamos ahora que no 

sean iguales los zapos, y sean a. y (3 sus ángulos. 
E n el caso actual, la simetría no existe. Todo lo que se pue

de hacer, es lograr que la diagonal esté colocada casi s imétrica
mente respecto de la línea de los centros. 

Sea (fig. 1 r. ) A uno de los zapos el del ángulo (3 por ejem· 
plo. El punto A debe conocerse por alguno de sus elementos, 
por ej~mplo, los dos áng ulos ~ y w hecho con la línea de los cen
tros. El tri <.íngulo oo' !-\ que entonces será. conocido, dará o' A 
que llamaremos p. Notemos que p es función de R y 1 siendo 1 
la distancia más corta de las vías. 

Los dos triá ngulos o' Bo". o' Ao" dan 

'' :!. 

oo =olB +o"B -2o'B.o"Bcosa. 

--"'!. ;¿ ·~ 

= o'A + ~, A - -2.o'A. o'A cos (~+ct>+w). 
00 

Pongamos 

Como ya tenemos 

o' B = R + a. o" B = r - a o' A = p o" A = r + a, 

tendremos, hechos todos los cálculos y simplificaciones 

2r[2a+cos a(R+a)-p cos·~] +p:!- R~ - a [a+2 coscx(R+a) 

+ 2 R + 2 p cos ·~] = o 
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y en fin 

Bajo esta forma, este valor de r no se puede descubrir, 

luego que es valor ele p y ?. quienes son fu nciones de R y l. 
Es menester entonces principiar por el cálculo de p. 

E l triángulo ocA (fig. 11) da 

y A' oc da 

de donde 

y, como 

te ndremos 

Ac =oc S in w 

Ac = o'c S in cp 

OC Sin w = o'c S in <P 

oc Sin cp 
o'c = S in w 

oc + o'c Si n <p + Sin «l 
----:--- -

o'c S in w 

oc + o'c= 2R + 2a +l. 

, Si n <•l ( R l) OC= __ _ 2 + 2a + 
Sin cp + Sin w 

= _ c'1 _ (2R + 2a +l). 
cp + c.. 
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De otro lado 

de donde 

y en fin 

o'c = p cos •/> 

p cos </> = - (·>- (2 R + 2a + 1) 
cp +w 

, 

y, si con aproximación se hace cos cp = r . 

e puede entr>nces tene r p, y en seguida •/> . 

( tg) 

Para que la diagonal esté casi s imétrica con respecto él la 

línea de los centros, siendo los radios ck las vías poco diferen

tes, se necesita que 1 sea poco diferente de (u . 

S i, como caso particular las dos vías tuviesen radios tales que 

la vía desviadn sea rec ta, (ver Jo re la ti vo á los cambios) la dia

gonal sería rPcta y su direcc ión sería la de la tangente común á 
las dos circunft.:.te!1cias medias de~ las vías. 

b) Las vfas son de ?'adio:; diferentes. - Si las vías son de radios 

dife rentes, no hay s ime tría. La ~ola condición que se pueda im

poner es que la diagonal sea cortada m<Ís ó menos en su mitad 

por la línea de los centms. 

Zapos zg·uales.-Si los zapos son de la mis ma clase, este caso 

es una gencrnlidad de l caso ante rior, pues la fórmuln ( 1 7) es 
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función sólo de un radio. Las fórmulas que dan 1· y ~ se cam

bian en 

;¡ = _c._~ - (R + R' + 2 a + 1) 
<J>+W 

En muchos CélSI)'> se puede log rar hacer t•l = •/> de donde 

' ·} = 2 (t) + fJ 

3' = ~ ( R + R' + 2 a + 1) 

Basta entonces sólo calcular r por ( 1 7). 

Zapos d~/erentes.- i {3 es el ángulo del zapo de la vía exte

rior, tendremos 

? = +(•) (R + R' + 2a + 1) 
</> (t) • 

Si :x es el ángulo de la v ía exterior, las fórmulas ( 22 y ( 23) se 

cambian en 

·1 = :X + lj> + w • 

:?1 = w_ (R + R' + 2 a + 1) (P+ w 

Siempre con la posibilidad de w = (/> r se calcula siempre por 

( 1 7)· 
r) Una de las 'i'fas es rcrla. - Para es tablecer la fórmuia rela

ti va á este caso, uas ta hacer R ' = ce , y w = O. 
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Zapos iguales.-Si los zapos son iguales, se tiene 

Por lo que es de p, se le puede calcular directameutc puesto 

que tenemos (fig. 1 2 ). 

de donde 
o e = p cos {3 

oc 
~ = cos </> = 

R + a + 
cos (j) 

Si en l11gar de </> se conoce A e = b, de donde 

:J:t =o e :t + A e 2 ={R + a + 1) :t + bz 
' - · 
f = .../ ( R + a + 1) 2 + h:t 

y entonces 

A e b 
= tang 4> = <P R +a+ 1 oc 

Se calcuiará en seguida r por ( r 7). 
Zapos dijt?renfes.-~i los dos 7.apos son diferentes, se calcula 

'f y? en los casos ya es tablecidos (22, 23, 24, 25) y r se calcula 

por ( 1 7) como siempre. 
Largo de las dt'a,f{omr!t:s.-E 1 cálculo dd largo, para todos los 

casos anteriores, será s iempre bastante largo. De un modo ge
neral. la resoluci (,n de dos triángulos dará á conocer los dos 

ángulos al centro de las dos partes de la diagonal, de dicha can

tidad se deberá s iempre c¡uitar el largo te() ri co de los cambios. 
2.0 caso.-Diagonales t'1dre dos puntos cualquiera de dos ''ías 

-El caso es tan vago que es de toda imposibilidad de establecer 

fó rm ulas. 
Se sabe c¡ue existe muchos modos de empalmc:s, y por consi

guiente, :')e comunicaciones. 
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Por lo demás, estas comunicaciones imponen siempre condi

ciones especiales, y por consiguien te, su estudio general es im

posible. La solución depende sólo de la intdigencia y de la 

práctica de los trabajot> que pueda tener el C)Ue los traza, así 

como de las conyenie ncias locales. 

En resu midas cuentas. la cuesti<'m ele comun icación entre dos 

vía;:; podrá siempre resokerse maternáticanwnte. y aun Sl' puede 
trazar gráf1cas p<tra su es tudio e n ciertas condiciones fijas. 

En los casos los más raros e n la práctica, los ele vías cual

quie ras, se podrá consegu ir :.olucioncs muy aproxinmdas, pero 

ele cálculos un poco pesado. 

Parral. Febrero 3 de r S93. 

.i\I. D ORL11I:\C. 
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